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Наколи евольвента в Т(ху)—0 (1), то еї еволюта має — як відомо — рівнанне <р^^==0, яке б вислїдом елімінації з рівнання 1) і рівнань:І = ’? = » + і(1 + !Ґ’) 2)На відворот до рівнання евольвенти дійдем через еліміна­цію £ і і/з рівнань 2) і рівнання <р(£у) = 0. Дістанемо тодї ріж- ничкове рівнанне евольвенти, яке є взагалі тяжке до зінте- ґрованя.В нинішній розвідці розслїджую кілька случаїв розвязки ріжничкового рівнання евольвенти, які можуть представити ін­терес і з огляду на інтеґроване тих рівнань і. з огляду на одер­жані типи евольвент. І.1. Приймім, що еволюта є прямою лінією о рівнанню: і; = а£ + Ь 3),тодї ріжничкове рівнанне евольвенти е після 2):
ах - + У") + 6 = У-+ 4г (1 + у'2) 4)або: «я = У + рг (1 + ау' + у’* + «2/'®) - Ь.
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66 Зріжничкуймо се рівнаннє, то дістанемо:а = + ^{У'(2г/У'-І-аУ'+За/У') —+ +Звідси слідує:4- ау''2 + Зау'У'1 — /"(1 4-У*)(1  + ау')або через редукцію:ЗуУ'8(1 4- ау') = у"’(1 4- у’9) (1 4- ау’).З cero виходить, що або:1 4- ау' = 0 5) або: ЗуУ’’ = у"' (1 4- у’9). 6)З рівнання 5) слїдуєть:
1 х
у' =-------т. є. у =------------ 1-е 7)■7 а ’a fзначить ся евольвента є в сім случаю прямою, прямовіс- НОЮ ДО еволюти. Евольвенти творять .жмут ОО1 прямих, рів­нобіжних до себе.Ріжничкове рівнанне 6) дасть:
W ^У"'1 4- У'9 У” ‘Через інтеґрованє дістанемо:З 
log у" = log (1 4- У'9) 4- log ctт. в. ЗҐ = с, (1 4- З/'3)^або:
y,,s== 0/(1 4- у'9)9- 8)Щоби зінтеґрувати се рівнанне, покладім:
dtp
, . „ dxу = tgy, у = —г-,У .V C0S»g)’отже:
/ dtp \8
\ dx /   с/
С08*(р  СО86фЗ відси:
^<Р . сі
dx х cos у ’отже: ± sin(p = с, х 4- сй.
67А що:^<7<Р = ~7=^S?=, T. Є. ¿ygo — + с») У1 — sin*<p  1 1 — (t^x 4- c8)2 ’то дістанемо:
rfy __ Cl^ + cg
dx ~± yi -(c,x + c,)«’Інтеґрал сего рівняння дає:
У = Т і уі - (с.х + с,)’ + с,, чотже рівнаннє евольвенти буде:(Ч у — et cs)2 + (с, х + с8)2 = 1. 9)Є се рівнаннє кола. Наколи вставимо в рівнаннє 4) вар­тості! на у, у', у", дістанемо між постійними звязь:
Сі С8 — ¿Сіз чого слідує, що рівнаннє 9) має в дійсности лиш дві постійні, отже рівнаннє 9) представляє жмут оо2 колес.2. Пошукаймо евольвенти для осий сорядних.Для оси уу еволюта є £ = 0, а тодї після 2) ріжничкове рівнаннє евольвенти є:
Через зріжничкованє дістанемо;1 = У"(У" + Зу,ау") — у"'(1 У у'2) у"у"2або: у' (Зу' у"2 - у"' - у’" у'3) = 0.Звідси слідує або:
у 0, т. є. у = Const (прямі рівнобіжні до оси хх}або: Зу'у"2 - у'"(1 + у'2) = 0.Се є рівнаннє 6), отже і в сїм случаю дістанемо жмут оо2 евольвент, що є колами.Для о с и ££ еволюта є у = 0, а ріжничкове рівнаннє еволь­венти є :■
у + У(1 + Г)=о
If
68або:
УУ” + 1 + ?/2 = 0. 10)Через зріжничковане дістанемо: *
і = ± гж + с2, отже: % ___________________?/ = ± У(с2 ± їж)8 — сг а звідси: ж8 4- у1 Т 2саіх = са8 — с1ФСе є жмут мнимих колес. Щоби они були ДІЙСНІ, му- сїло би бути с2 = 0. Тоді однак:
Xі + у* — — сх.Се є також мниме коло, бо сх не може бути відємне, так як тоді в рівнанню 11) Іодсх бувби числом мнимим. сх не може бути й 0 (ж84-у2 = 0— початок сорядних), бо тоді
log Cj = — оо.
Зу'У' + ?/?/" = О, Т. 6.
З відси слідує:З logy + logy" = log q 11)або: У3?/" = cvА що після 10) >, 1 4~ V* 8У ^=--------то:
Уу2(1 + /*)=  - С, або:
У у'— ± г Vy*  + cL
t —Покладім: у*  + сх = ¿8, у — ± 1/^ — с., у'~ +У^-сх ’ то дістанемо:
, . dt
УУ=1^ або:
, .. . dt dt
±it = t-^, т.е. ^- = ±.
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П.Приймім тепер, що еволюта є гіпер^ віднесенім до асимптот, т. 6.: о лею о рівнанню,= с.Тодї'з рівнання 2) слїдуеть:
або:
Через зріжничковане дістанемо:2 _ у*  (у" + 3 у'*  у”) - у"’ (1 + уЧ) у У"’ "" =
У +У ) [у*- (1 + у'8+уу'Т21 — 3 У У Ег«“ (1+уа+уу")2]'
Звідси дістанемо два ріжничкові рівнання:у'" (1 + у'2) - 3 у’ у"2 = 0 12)с. в.: Зуу"2=у"'(1 4-у'2)і: ^=(1 + у'а + уу")’ 13)Рівнанне 12) е вже нам звісне; оно дав жмут о©2 еволь­вент, що в колами.Розслїдім тепер рівнанне 13); напишім его в виді:,___________су"2У ~ (1 + уу" + у'2)2*
^су"' (1 + у'2 + у У°) - С у" (3 у у + (1 + у'4 + ууТабо. по упорядкованим»:
ГуЧІ + Г) _ о „„ _ сГ(1 + У2) 3 су' у"’
У"*  (1+у'2 + уу")4 ~~(1 + у'2 + уу")4с. є.:
у-" (1 + уіг) - ц + ^ + уу-).] = 3 У’ [у - (1 + у^+уГ)!]або:
70А що:
то дістанемо: Г , чі*  вУ'*1^(г + ^0=ігабо:
(і . , ,ч аі/"— (а: + у2/) = -=? 14)
де: а = ± }/с.А що: У" /—УУ~то дістанемо:
^(х + уу} = а-^.(2у/у-).
а по зінтеґрованю:
ж + уу' = 2аУУ + 6 15)де Ь є постійна інтеґрації.Щоби розвязати рівнаннє 15), напишім єго в формі:
х ./ Ь . 2а \ х , / Ь 2 ачУ =------- + ( — + —= ) =-------- + ( — + “7= ),
У К У УУ' ' Р Х Р УР'
тт ■ 1 , х Ь , 2а , , .Положім:------= 93 (»),----- 1—- = уз (р),
Р Р Урто рівнаннє 15) прийме вид:
У =Жф(р) + у)(р). 16)Є се ріжничкове рівнаннє Lagгange’a.Зріжничкуймо єго що до х, то дістанемо:
Р*=Ч>(Р)  + [х9'(р) +Звідсй: 
<іх ^(р).х (р)Ф Р—Ч>(Р)^Р-Ч>(Р)'
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А що: 4>'(р) — Р~2> ty'(p) = Ьр * — ар ’
z , 1 Р*  + 1р — <р(р) =р + —=iLp— ’
або:
т. є.:
то дістанемо: ¿¿ж __ рх____________р ( Ь_ а \
^Р ~ Р*(Р  + 1) Р2 + 1 рЧ*  '
__ х Ь + а/р^
^Р Р(Р2 + 1)~ Р(Р*  + 1) 
(їх^=і(Р),х^г(р)і 17)
г/ . 1 гуг \ ь +
Р(Р2 + 1)’ р(р*  + 1) ’Рівйанне 17) є рівнанне лінійного типу, отже після формиЕпіег’а вго інтеґрал має вид:
де:
х = Седе С є постійна інтеґрованя.Інтеґрал:
dp 




= іод с. + log р - о- (Р*  + 1) = 1°д С1Р* У(р8 + 1)(Сі постійна інтеґрованя); в виду того:
е -Ь 1Інтеґрал:
Pdp = -1 * +J р (р*  4- 1) 
р . і 




= -bc f dp -ас fp^dp
J (P*  + 1) Vp’+l ф» + 1) Vp»+1‘”Інтеґрал :
Л =1 ——-~~== перейде через субституцію:
J (pi + і) Vz>2+i
. , dtp „ 1
p = fqtp, dp = —~~, + 1 — sec2 tp ~ —r—' Г COS' (p r COS2tpна інтеґрал:Л = / cos tp dtp = sin tp + c2 = • , - + ca = p + c8.
J Vl-H<7> yi + p8Інтеґрал: Z8 = /*  X# dp-.-- — i/>7(l + T* 8)*  dp
8 J Vip*  + 1)’ / P 1 переходить через підставлене p = q*  на інтеґрал:
Ii=2^qi(l + g*fdg.
Є се біноміальний інтеґрал Eulera.* •. . иг + 1 „ т + 1 , рА що ані сума виложників: -------- , ані —і— + деJ п ' п д"
о л р Зт = 2, п — % - = —не є числом цілим, тому після дослідів Чебишева не можна звести сего інтеґрала до вимірної форми.Щоби ро з слідити характер сего інтеґрала, вставмо: р = tgtpy 
, dtpdp = —, тоді:cos*  tp
2 / see3
— == / (sin tp cos tp)*  dtp 
tp cos2 g> I / У sin 2tp dtp.А коли вставимо : sin 2tp = z> дістанемо :
і, = —U= /* ¡/'^~zdz- 
2У2 J V 1 —
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Підставмо тепер г^= —, то в легкий спосіб дістанемо: £
І __  _ 1 І (І8 __ ___ 1 Г (ІЯ* 2“ у£ / $у4а3 -4з'Напишім 78 в видї:
ї, = - ~ -------
У2/ «У4»’ — д^в — дгто бачимо, що Д е елїптичним інтеґралоМ третого рода в формі ^Уеіегвігаез’а, де д2 і є незмінниками функції 
8=р(и). Притім #2-=4, <?3 = 0. А що:
9% = 2 (є/ + е82 + в32), дл = 4е, в»,де = р(а)), et —p(to 4- to'), е3 =p{dtf)(¿» і ы півперіоди функції р), то в виду сего:є/ + е82 + е32-— 2в] е? ея = 0.Приймім, що е3 = 0, тоді: е2 — V2 — є/, а тоді модул Ja­cobi виносить: __________= е2 ~ез = У2~еіа-в3 С|і можна інтеґрал І2 перемінити через відповідне перетворене на еліптичний інтеґрал Legendre’a або Jacobi. Се однак не входить в обсяг теперішних наших розслїдів.Так як:_ 1 __ ____1 1 1 + tg^tp l + р*
8 sin 2(f) 2 sin у cos ф 2 tgrp 2рто:
і =____ L уУ2 V 2jo 7‘В виду cero формула 18) прийме вид:ж = сет-^ШГ-бс.-^-бе.е, +^г(ї±£!)] сіР сіР L yi+jo2 V2 v 2рабо : ______
Ур»+1/ ЬеіР .. «¿2_р(1±£) 19)
с^р Ivi+p8 V2 ' 2р Іде: Сі = С + b Cj с2.
74 Скомбінуймо СЮ форму З формулою 16), Т- є.
х , Ь , 2а 
У =-------+ — +
Р Р \Рто з послїдного рівнання вийде:_2а2 + (Ь — х)у ± 2ау/а2 + (Ь — х)у 
р______________ - -—¡¡ї- ’а коли се вставимо в рівнаннє 19), дістанемо на рівнаннє еволь­венти загальну форму:
(7 (ж, у, Ь, с, (70 =0. 20)Се є жмут ОО8 евольвент для гіперболі £77== с. Як з повис­ших розслїдів видно, є се переступні криві з огляду на еліптичний інтеґрал.Очивидно для иньших кривих вийдуть ріжничкові рівнання евольвент єще більше скомплїковапі, а їх розвязка буде взагалі' дуже тяжка до переведення. ПІ.Возьмім загальне рівнаннє еволюти у виді: 
У = Ф (;), де:
У Утоді ріжничкове рівнаннє евольвенти є:
У + (1 + У**)  = Ф Г. - (1 + #'*)!•Зріжничкуймо се рівнаннє, то дістанемо: 
, %у‘ у“1 — у"*  (1 + у42)__
у + іґ* 1 ~ 
= ф‘ Гх _ (1 + ,,<»)'] А _ +
у“ * 7 ’ І у* 4і Габо по впорядкованих):
З відси слідує, що дістанемо слідуючі ріжничкові рівнання евольвент:
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■Ау,у"г-у"‘(1 + у‘,‘) 1)<₽' [г-^(1 + »'•)]?- = -1 2)Друге рівнанне е характеристичне для даної кривої ї? — Ф (£), перше для всіх кривих.Перше рівнанне, написане в видї:
у* “ Зу'у" 
у“ ~е вже нам звісне зі ст. 66 і воно висловлює слідуюче твер- дженнє:До кождої еволюти належать два жмути евольвент, оден жмут спеціяльний для кождої кривої, другий жмут колес, зн. між всїми евольвентами якоїнебудь кривої лїнїї находить ся все жмут колес, той сам*  для всїх кривих.
Львів, в сїчни 1922.
76
ResuméIn dieser Abhandlung behandle ich einige Fälle der Lösung der Differentialgleichung einer Evolvente.I. Ist die Evolute eine Gerade, dann bilden die .Evolventen entweder eine Schar der parallelen Geraden oder eine Kreiseschar. Die zur zz-Achse gehörigen Evolventen bilden eine Schar der imaginären Kreise.II. Ist die Evolute eine Hyperbel von der Form xy — c, dann bekommen wir zwei Evolventenscharen; eine bildet eine Kreise­schar, die zweite ist durch die Differentialgleichung:
x + yy' = 2a Vy' + b
(a= ±Vc, b eine Constante) charakterisiert. Die obige Differen­tialgleichung ist eine Gleichung Lagrange'schen-typus und lässt sich in die Euler’sche Formel:
_ (I(p) dp (I(p) dp C (I(p) dp
x = Ce —e .1 Z(p)e dpüberführen, wobei:rz . 1 , b 4- ap*
I(p)~ pty2 + 1)’ Z(P>~ p{p*  + iy p~y bedeuten.Da das Integral
(r7/ •. bßjp , ac, f ds
I Z(p)e dp =------ 1 * — bc,c<>-\—= I ■./ Vl+>8 ]/2/sy4sa-4s(Ci c2 constante Grössen) gleich ist, wobei s=p(u) (Weierstras- sche Funktion) bedeutet, also elliptische Transzendenten enthält, so bekommt man für zweite Evolventen schar einer Hyperbel eine Schar von transzendenten Kurven, die der Gleichung:
G (xy b cY Cx) = 0(Cj Ci constant) Genüge leisten.III. Lehrsatz: Jede zur beliebigen Evolute gehörige Evol­ventenschar besteht im allgemeinen aus zwei Scharen, u. zw. einer speziellen Kurven sch ar, die für gegebene Evolute charakteristisch ist, und feiner allgemeinen Kreiseschar, die für alle Evolu­ten dieselbe ist.
